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线性代数-知识点总结-23-24 第一学期-版本 1 

一、线性方程组的解 

1. 非齐次线性方程组 {

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 𝑏1,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 𝑏2,
      ⋮        
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 𝑏𝑚,

记为（1），矩阵形式为  𝐴𝑥 = 𝑏,  

齐次线性方程组：常数项 𝑏𝑖  全为零的线性方程组，即 

{

𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛 = 0,
𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛 = 0,
⋯ ⋯
𝑎𝑚1𝑥1 + 𝑎𝑚2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑚𝑛𝑥𝑛 = 0.

   记为（2），矩阵形式： 𝐴𝑥 = 𝑂. 

称线性方程组(2)为线性方程组(1)相应的齐次线性方程组，或称为(1)的导出组。 

2. 线性方程组解的判定 

⚫ 𝑛 元非齐次线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏, 

(1) 无解的充分必要条件是𝑅(𝐴) ≠ 𝑅(𝐴); 

(2) 有唯一解的充分必要条件是𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 𝑛; 

(3) 有无穷多解的充分必要条件是𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) < 𝑛.   注意：𝑛为未知量的个数。 

⚫ 𝑛 元齐次线性方程组𝐴𝑥 = 0, 

(1)  只有零解的充分必要条件是𝑅(𝐴) = 𝑛; 

(2)  有非零解的充分必要条件是𝑅(𝐴) < 𝑛. 

 注：必有𝑅(𝐴) ≤ 𝑅(𝐴), 且若𝑅(𝐴) ≠ 𝑅(𝐴),  则有𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) + 1. 

 若未知量的个数 𝑛 与方程的个数 𝑚 相等，此时 𝐴 为方阵，由克拉默法则，如果系数

行列式 |𝐴| ≠ 0，则解为𝑥𝑖 =
|𝐴𝑖|

|𝐴|
, 𝑖 = 1,  2,  ⋯𝑛.  

3. 求解线性方程组𝑨𝒙 = 𝟎的步骤: （必有解，即零解） 

Step1: 系数矩阵𝐴经有限次初等行变换等价为行阶梯形矩阵，得到𝑅(𝐴),判断解的情况： 

(1)  有唯一解 ⟺ 𝑅(𝐴) = 𝑛; 只有零解，结束； 

(2)  有无穷多解 ⟺𝑅(𝐴) < 𝑛. 进入Step2； 

Step2: （S1）行阶梯形矩阵经有限次初等行变换等价为行最简形矩阵； 

（S2）确定自由变量与非自由变量：行最简形矩阵中 𝑟 = 𝑅(𝐴)个非零首元所对应的未知

量作为非自由变量, 其余𝑛 − 𝑟个未知量作为自由变量； 

（S3）确定𝑛 − 𝑟个基础解系：分别令自由变量(

𝑥𝑟+1
𝑥𝑟+2
⋮
𝑥𝑛

) = (

1
0
⋮
0

) ,(

0
1
⋮
0

) ,⋯ ,(

0
0
⋮
1

)，代入方程

组得到非自由变量的对应值，组合后得到𝑛 − 𝑟个基础解系𝜉1, 𝜉2,⋯ , 𝜉𝑛−𝑟, 则齐次线性方

程组的通解为𝑥 =𝑘1𝜉1 + 𝑘2𝜉2 +⋯+ 𝑘𝑛−𝑟𝜉𝑛−𝑟 ,  𝑘1, 𝑘2,⋯ , 𝑘𝑛−𝑟 ∈ ℝ. 

➢ 秩𝑅(𝐴)（非自由变量的个数）+基础解系中解向量的个数（自由变量的个数） = 𝑛.  

➢ （S3）中基础解系中解向量的个数为1时，令这个自由变量为1；个数为2时，令这2

个自由变量分别为(
𝑥𝑟+1
𝑥𝑟+2

) = (
1
0
) , (
0
1
)；以此类推。 
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◆ 例题：求齐次线性方程组









=−++

=−−+

=−++

.05105

,0363

,02

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

的通解. 

解：对系数矩阵施行初等行变换，有 

2 1

3 1

3

5

1 2 1 1 1 2 1 1

3 6 1 3 0 0 4 0

5 10 1 5 0 0 4 0

r r

r r

A
−

−

− −   
   

= − − −   
   − −   

→
3 2 1 2

1
24

1 2 1 1 1 2 0 1

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0
( )

,
r r r r

r

− −

− 

− −   
   
   
   
   

→ →  

可得 ( ) 2R =A ,而 4=n ,故方程组有非零解，基础解系中解向量个数为 224 =−

个。 

原方程组的同解方程组为




=

=−+

.0

,02

3

421

x

xxx
取 42 , xx 为自由未知量(一般取行最

简形矩阵非零行的第一个非零元对应的未知量为非自由的), 则有
1 2 4

3

2

0

= − +


=

x x x ,

x .
 

令
2

4

1 0

0 1
,

     
=     
    

x

x
,得方程组的基础解系为

1 2

2 1

1 0

0 0

0 1

 

−   
   
   = =
   
   
   

, , 

则方程组的通解为  

1

2

1 2

3

4

2 1

1 0

0 0

0 1

−     
     
     = +
     
     

    

x

x
k k

x

x

.     ( 1 2k ,k 为任意常数) 

4. 求解齐次线性方程组𝑨𝒙 = 𝒃的步骤： 

Step1: 增广矩阵𝐴 = (𝐴|𝑏)经有限次初等行变换等价为行阶梯形矩阵，得到𝑅(𝐴) 与

𝑅(𝐴), 判断解的情况： 

(1)  无解 ⟺𝑅(𝐴) ≠ 𝑅(𝐴);  结束； 

(2)  有唯一解 ⟺𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 𝑛; 进入Step2； 

(3)  有无穷多解 ⟺ 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) < 𝑛. 进入Step2； 

Step2: 行阶梯形矩阵经有限次初等行变换等价为行最简形矩阵，得到同解方程组： 

(2)  有唯一解 ⟺𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 𝑛, 直接写出解；结束； 

(3)  有无穷多解 ⟺ 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 𝑟 < 𝑛, 进入Step3； 

Step3: 确定对应的齐次线性方程组的基础解系𝜉1, 𝜉2, ⋯ , 𝜉𝑛−𝑟； 

Step4: 确定一个特解：令自由变量都等于0，求得非自由变量对应的值，组合为特解𝜂∗; 

Step5: 非齐次线性方程组的通解为对应的齐次线性方程组的通解（基础解系）+特解，

即𝑥 =𝑘1𝜉1 + 𝑘2𝜉2 +⋯+ 𝑘𝑛−𝑟𝜉𝑛−𝑟 + 𝜂
∗,  𝑘1, 𝑘2,⋯ , 𝑘𝑛−𝑟 ∈ ℝ. 



 

3 

 

◆ 例题：求非齐次线性方程组

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 1

3 2 2 3 3

5 4 2

7 5 9 10 8

− + − =


− − + =


− − + =
 − − + =

x x x x

x x x x

x x x x

x x x x

的通解. 

解：对增广矩阵施行初等行变换，有 

1 3 2 1

3 1 4 1

3 2 4 2

2

2 7
2

2 1 3 1 1 1 1 5 4 2

3 2 2 3 3 0 1 13 9 3

1 1 5 4 2 0 0 0 0 0

7 5 9 10 8 0 0 0 0 0

, ,

,
,

r r r r

r r r r
r r r r

A
 −

− −
− −

− − − −   
   

− − − −   = ⎯⎯⎯⎯⎯→
   − −
   

− −   

1 2

1 0 8 5 1

0 1 13 9 3
1

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

r r
 

+

− − 
 

− − ⎯⎯⎯→
 
 
 

( )  

可得 ( ) ( ) 2R R= =A A ,而 4=n ,故方程组有无穷多解. 

(1) Step3：先求与原方程对应的齐次线性方程组的基础解系； 

由增广矩阵的行最简形(1)知：相应齐次线性方程组为
1 3 4

2 3 4

8 5 0

13 9 0

+ − =


+ − =

x x x

x x x
，即

1 3 4

2 3 4

8 5

13 9

= − +


= − +

x x x

x x x
,令

3 4
，x x 为自由变量，并取

3

4

1 0

0 1
,

     
=     
    

x

x
，则

1

2

8 5

13 9
,

−     
=     

−    

x

x

得齐次线性方程组的基础解系为
1

8

13

1

0



− 
 
− =
 
 
 

，
2

5

9

0

1



 
 
 =
 
 
 

. 

(2) Step4：再求非齐次线性方程组的一个特解： 

由行最 简形 (1)知：非齐次 线性方程组等价于
1 3 4

2 3 4

8 5 1

13 9 3

+ − = −


+ − = −

x x x

x x x
， 即

1 3 4

2 3 4

1 8 5

3 13 9

= − − +


= − − +

x x x

x x x
,取

3 4
0= =x x ，得非齐次线性方程组的特解为

1

3

0

0

− 
 
− =
 
 
 

* 。 

所以原方程的通解为
1 2

8 5 1

13 9 3

1 0 0

0 1 0

x

− −     
     
− −     = + +
     
     
     

k k . ( 1 2k ,k 为任意常数) 

◆ 例题：𝜆 为何值时, 方程组{

(1 + 𝜆)𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0
𝑥1 + (1 + 𝜆)𝑥2 + 𝑥3 = 3
𝑥1 + 𝑥2 + (1 + 𝜆)𝑥3 = 𝜆

 (1)有唯一解; (2) 无解; (3) 有

无穷多解? 在方程组有无穷多解时写出通解.  

解: 对方程组的增广矩阵施以初等行变换化行阶梯形矩阵, 有 
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𝐴 = (
1 + 𝜆 1 1 0
1 1 + 𝜆 1 3
1 1 1 + 𝜆 𝜆

)
𝑟1↔𝑟3 
→    (

1 1 1 + 𝜆 𝜆
1 1 + 𝜆 1 3

1 + 𝜆 1 1 0
) 

𝑟2−𝑟1, 𝑟3−(1+𝜆)𝑟1
→             (

1 1 1 + 𝜆 𝜆
0 𝜆 −𝜆 3 − 𝜆
0 −𝜆 −𝜆(2 + 𝜆) −𝜆(1 + 𝜆)

)
𝑟3+𝑟2
→   (

1 1 1 + 𝜆 𝜆
0 𝜆 −𝜆 3 − 𝜆
0 0 −𝜆(3 + 𝜆) (3 + 𝜆)(1 − 𝜆)

) 

(1) 当𝜆 = 0时，𝐴 → (
1 1 1 0
0 0 0 3
0 0 0 3

) 
 𝑟3−𝑟2  
→    (

1 1 1 0
0 0 0 3
0 0 0 0

), ∴ 𝑅(𝐴) = 1,  𝑅(𝐴) = 2, 故

方程组无解. 

(2) 当𝜆 ≠ 0时，且当𝜆 ≠ −3 时，𝐴 → (
1 1 1 + 𝜆 𝜆
0 𝜆 −𝜆 3 − 𝜆
0 0 −𝜆(3 + 𝜆) (3 + 𝜆)(1 − 𝜆)

) 

∴ 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 3, 故方程组有唯一解. 

𝐴 
 𝑟2×

1

𝜆
,𝑟3×

1

−𝜆(3+𝜆)
 

→             

(

 
 

1 1 1 + 𝜆 𝜆

0 1 −1
3 − 𝜆

𝜆

0 0 1
𝜆 − 1

𝜆 )

 
    𝑟1−𝑟2,𝑟2+𝑟3,𝑟1−(1+𝜆)𝑟3 
→                  

(

 
 
 
1 0 0 −

1

𝜆

0 1 0
2

𝜆

0 0 1
𝜆 − 1

𝜆 )

 
 
 

 

由行最简形矩阵，可得原方程组的解为 

{
 
 

 
 𝑥1 = −

1

𝜆

𝑥2 =
2

𝜆

𝑥3 =
𝜆−1

𝜆

 .  

(3) 当𝜆 = −3 时， 

𝐴 → (
1 1 −2 −3
0 −3 3 6
0 0 0 0

)
 𝑟2×(−

1

3
)  

→      (
1 1 −2 −3
0 1 −1 −2
0 0 0 0

)
 𝑟1−𝑟2 
→    (

1 0 −1 −1
0 1 −1 −2
0 0 0 0

) 

∴ 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 2 < 3, 故方程组有无穷个解.  

与原方程同解的方程组为{
𝑥1 − 𝑥3 = −1
𝑥2 − 𝑥3 = −2

, 即{
𝑥1 = −1 + 𝑥3
𝑥2 = −2 + 𝑥3

.  

令𝑥3 = 1，则得对应的齐次线性方程组的基础解系为𝜉 = (
1
1
1
),  

令𝑥3 = 0，则得特解为𝜂 = (
−1
−2
0
),故通解为𝑥 = 𝑐 (

1
1
1
) + (

−1
−2
0
),  𝑐为任意常数. 

◆ 例题：设四元非齐次线性方程组  𝐴𝑥 = 𝑏 的系数矩阵 𝐴 的秩为3，且它的三个解

 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3 满足𝜂1 + 𝜂2 = (2,0,−2,4)
𝑇, 𝜂1 + 𝜂3 = (3,1,0,5)

𝑇. 求该方程组的通解. 

解：𝜂1, 𝜂2, 𝜂3 是方程组的3个解，即𝐴𝜂𝑖 = 𝑏(𝑖 = 1,2,3).  

则𝐴(𝜂1 + 𝜂2) = 2𝑏,     𝐴(𝜂1 + 𝜂3) = 2𝑏, 故𝐴[(𝜂1 + 𝜂3) − (𝜂1 + 𝜂2)] = 0, 𝐴 (
𝜂1+𝜂2

2
) = 𝑏. 

因 此 (𝜂1 + 𝜂3) − (𝜂1 + 𝜂2) = (3,1,0,5)
𝑇 − (2,0,−2,4)𝑇 = (1,1,2,1)𝑇 ≠ 0,  

𝜂1+𝜂2

2
=

(1,0,−1,2)𝑇, 分别是齐次线性方程组和非齐次线性方程组的一个解. 
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又因为四元非齐次线性方程组𝐴𝑥 = 𝑏的系数矩阵 𝐴 的秩为3，所以相应齐次线性方程

组  𝐴𝑥 = 0 的基础解系个数为1. 故齐次线性方程组  𝐴𝑥 = 0 的基础解系为 𝜉 =

(1,1,2,1)𝑇.则非齐次线性方程组的通解为 𝑥 = 𝑘(

1
1
2
1

) + (

1
0
−1
2

)(𝑘 ∈ ℝ).  
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二、矩阵的秩 

1. 定义：设 𝐴 为 𝑚𝑛 矩阵, 如果存在 𝐴 的 𝑟 阶子式不为零，而任何 𝑟 + 1 阶子式 

(如果存在的话) 皆为零，则称数 𝑟 为矩阵 𝐴 的秩，记为𝑅(𝐴) (或 𝑟(𝐴) )，称上述

不为零的 𝑟 阶子式为最高阶非零子式.  

➢ 将矩阵𝐴化为行阶梯形矩阵，𝑅(𝐴)为行阶梯形矩阵中非零行数。 

➢ 行阶梯形：从非零首元开始画阶梯，每个阶梯只有 1行，阶梯线的下方全为零；

行最简形：非零首元都是 1，非零首元所在列的其余元素都是 0； 

标准形 𝑭 = (
𝑬𝒓 𝑶
𝑶 𝑶

)
𝒎×𝒏

；

 
➢ 求矩阵 𝑨 最高阶非零子式的方法： 

Step1: 确定矩阵行阶梯形矩阵𝐴非零首元所在的列； 

Step2: 不改变次序，在𝐴中提取对应列，组合为新矩阵 𝑩； 

Step3: 取 𝐵 的 𝑅(𝑩) 行，计算该行列式，若不为 0，则该子式为𝐴 的最高阶非零

子式，若为 0，再取其他𝑅(𝐵)行计算. 

◆ 例题：求矩阵𝐴 = (

3 2 0 5 0
3 −2 3 6 −1
2 0 1 5 −3
1 6 −4 −1 4

)的秩，并求 𝐴 的一个最高阶非零子式. 

解：用初等行变换将 𝐴 化为行阶梯矩阵: 𝐴 → (

1 6 −4 −1 4
0 −4 3 1 −1
0 0 0 4 −8
0 0 0 0 0

), 故𝑅(𝐴) = 3.

则 𝐴 的最高阶非零子式为 3 阶，且 𝐴 的 3 阶子式共有𝐶4
3 ∙ 𝐶5

3 = 40个.由于初等行变换

不改变元素所在的列的位置，故把矩阵 𝐴 按列分块，记 𝐴 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3, 𝛼4, 𝛼5), 则矩阵

 𝐵 = (𝛼1, 𝛼2, 𝛼4)的行阶梯形矩阵为𝐵 → (

1 6 −1
0 −4 1
0 0 4
0 0 0

), 故𝑅(𝐴) = 3. 

把矩阵 𝐴 按列分块，记 𝐴 = (𝛼1,  𝛼2,  𝛼3,  𝛼4,  𝛼5), 则矩阵 𝐵 = (𝛼1,  𝛼2,  𝛼4)的行阶梯形

矩阵为(

1
0

6 −1
−4 1

0
0

0    4
0    0

), 故𝑅(𝐵) = 3. 且 𝑩 的 3 阶子式共有𝐶4
3 ∙ 𝐶3

3 = 4个. 在 𝑩 的 4 

个 3 阶子式中找到 3 阶非零子式，即为 𝑨 的最高阶非零子式. 所以，在 𝑩 的 4 行

中取 3 行，计算得到的 3 阶子式。如取 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 构成 3阶子式 |
3 2 5
3 −2 6
2 0 5

| = −16 ≠

0, 则此子式为 𝑨的一个最高阶非零子式. 
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2. 矩阵秩的相关性质 

(1) 设 𝑨 为 𝒏(𝒏 ≥ 𝟐) 阶矩阵， 𝑨∗为 𝑨 的伴随矩阵，则𝑹(𝑨∗) = {
𝒏,     𝑹(𝑨) = 𝒏        
𝟏,     𝑹(𝑨) = 𝒏 − 𝟏
𝟎,     𝑹(𝑨) < 𝒏 − 𝟏

.  

证明：1. 当 𝑅(𝐴) = 𝑛 时，则|𝐴| ≠ 0,  进而|𝐴∗| ≠ 0,  故 𝑅(𝐴∗)=𝑛. 

2. 当 𝑅(𝐴) = 𝑛 − 1 时，则|𝐴| = 0,  但矩阵𝐴中至少存在一个𝑛 − 1阶非零子式。故𝑅(𝐴∗) ≥ 1. 

又因为 𝐴𝐴∗ = |𝐴|𝐸 = 𝑂,  所以 𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐴∗) ≤ 𝑛, 故 𝑅(𝐴∗) ≤ 𝑛 − 𝑅(𝐴) = 1. 

3. 当 𝑅(𝐴) < 𝑛 − 1 时，则矩阵 𝐴 中所有的 𝑛 − 1 阶子式为零。则 𝐴∗ = 𝑂.  故 𝑅(𝐴∗) = 0. 

(2) 设 A 是𝒎×𝒏矩阵， B 是𝒏 × 𝒔矩阵，且𝑨𝑩 = 𝑶, 则𝑹(𝑨) + 𝑹(𝑩) ≤ 𝒏. 

证明：将按列分块得： ( )1 2, , , s= b b b ，由 ( )1 2, , , s= =AB A b b b O 知： ( )1,2, ,i i s= =0Ab . 

所以的每一列都是 0Ax = 的解，而 0Ax = 的基础解系里含有 ( )n R− A 个线性无关的解， 

所以 ( ) ( )R n R −B A ，即 ( ) ( )R R n+ A B . 

(3) 设𝐴是𝑚× 𝑛矩阵， 

1. 0 ≤ 𝑅(𝐴𝑚×𝑛) ≤ min{𝑚, 𝑛}; 

2. 若矩阵𝐴𝑚×𝑛中有一个 𝑟 阶子式不为 0，则𝑅(𝐴) ≥ 𝑟； 

若矩阵𝐴𝑚×𝑛中所有 𝑟 阶子式全为 0，则𝑅(𝐴) < 𝑟; 

3. 𝑅(𝐴𝑚×𝑛) = 𝑅(𝐴𝑚×𝑛
𝑇 ); 

4. 𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐴𝑇) = 𝑅(𝐴𝐴𝑇) = 𝑅(𝐴𝑇𝐴); 

5. 对于 𝑛 阶矩阵 𝐴, |𝐴| ≠ 0当且仅当𝑅(𝐴) = 𝑛,称为满秩矩阵； 
|𝐴| = 0当且仅当𝑅(𝐴) < 𝑛，称为降秩矩阵； 

6. 𝑅(𝐴) =  𝐴列向量组的秩=  𝐴行向量组的秩； 

7. 若𝑃,𝑄为可逆矩阵（满秩矩阵），则𝑅(𝐴) = 𝑅(𝑃𝐴) = 𝑅(𝐴𝑄) = 𝑅(𝑃𝐴𝑄); 

8. 𝐴为非零列向量，𝑅(𝐴) = 1. 

9. 𝑅(𝐴 + 𝐵) ≤ 𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐵). 

10. 𝑅(𝐴𝐵) ≤ min {𝑅(𝐴), 𝑅(𝐵)}. 

11. max {𝑅(𝐴), 𝑅(𝐵)} ≤ 𝑅(𝐴, 𝐵) ≤ 𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐵). 

◆ 例题：设𝐴为𝑛阶矩阵满足𝐴2 = 𝐴,  证明𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐸 − 𝐴) = 𝑛. 

证明：由𝐴2 = 𝐴, 可得𝐴(𝐸 − 𝐴) = 𝑂, 则𝐸 − 𝐴的列向量都是𝐴𝑋 = 𝑂的解，因而都能由

𝐴𝑋 = 𝑂的基础解系线性表示，故有𝑅(𝐸 − 𝐴) ≤ 𝑛 − 𝑅(𝐴). 即𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐸 − 𝐴) ≤ 𝑛. 

而𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐸 − 𝐴) ≥ 𝑅(𝐴 + 𝐸 − 𝐴) = 𝑅(𝐸) = 𝑛. 

所以，𝑅(𝐴) + 𝑅(𝐸 − 𝐴) = 𝑛. 

(4) 若𝐴 ≅ 𝐵（等价：𝑃𝐴𝑄 = 𝐵）, 则𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵).  

（证明两向量组，由两向量组生成的两向量空间等价，即证明两者秩相等） 

若𝐴 ≃ 𝐵（合同：𝑃𝑇𝐴𝑃 = 𝐵）, 则𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵). 

若𝐴 ∼ 𝐵（相似：𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐵）, 则𝑅(𝐴) = 𝑅(𝐵). 

 

◆ 例题：设𝐴 = (
1 0 −1
2 𝜆 1
1 2 1

)，𝐵是 3阶非零矩阵，且𝐴𝐵 = 𝑂 ，求𝜆. 

解：（反证得到𝐴不可逆）若矩阵𝐴可逆，且𝐴𝐵 = 𝑂 ，则𝐵 = 𝑂.  

而𝐵是非零矩阵，矛盾！所以𝐴是降秩矩阵，即𝑅(𝐴) < 3. 那么  

𝐴 = (
1 0 −1
2 𝜆 1
1 2 1

)
 
→(

1 0 −1
0 𝜆 3
0 2 2

)
  
→(

1 0 −1
0 1 1
0 𝜆 3

)
   
→(

1 0 −1
0 1 1
0 0 3 − 𝜆

)                                       

要使𝑅(𝐴) < 3，只有𝜆 = 3. （或者利用行列式|𝐴| = 0） 
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◆ 例题：设𝐴是4 × 3矩阵, 且𝑅(𝐴) = 2, 而𝐵 = (
1 0 2
0 2 0
−1 0 3

), 求𝑅(𝐴𝐵). 

解：由已知条件可知 𝐵 的秩为 3，即为满秩矩阵，则 𝐵 为可逆矩阵，所以由秩的性质

可以得出𝑅(𝐴𝐵) = 𝑅(𝐴) = 2.  

  



 

9 

 

三、矩阵关系 

1. 等价、合同、相似 

𝐴 ≅ 𝐵 (或 𝐴 → 𝐵)：若矩阵 𝐴 经过有限次初等变换变成矩阵 𝐵,   则称 𝐴 与 𝐵 等价； 

𝐴 ≃ 𝐵：设 n 阶矩阵𝐴,𝐵，若存在 n 阶可逆矩阵𝐶，使得𝐶𝑻𝐴𝐶 = 𝐵，则称 A 与 B 合同； 

𝐴 ∼ 𝐵：设 n 阶矩阵𝐴,𝐵，若存在 n 阶可逆矩阵𝐶，使得𝐶−𝟏𝐴𝐶 = 𝐵，则称 A 与 B 相似； 

⚫ 等价： 

（1）𝐴 ≅ 𝐵 ⇔存在 𝑚 阶初等矩阵 𝑃1,⋯ , 𝑃𝑙 及  𝑛 阶初等矩阵  𝑄1,⋯ , 𝑄𝑡,使得  𝐵 =

𝑃1𝑃2 ⋅⋅⋅ 𝑃𝑙𝐴𝑄1𝑄2 ⋅⋅⋅ 𝑄𝑡. (𝑚× 𝑛矩阵 𝐴,  𝐵 ) 

（2）𝑛 阶可逆矩阵 𝑃 , 有  𝑃 ≅ 𝐸. 

（3）𝑃可逆⇔ 𝑃 = 𝑃1𝑃2 ⋅⋅⋅ 𝑃𝑚,  其中 𝑃1,  𝑃2,   ⋅⋅⋅, 𝑃𝑚 为𝑛 阶初等矩阵. 

（4）𝐴 ≅ 𝐵 ⇔存在𝑚阶可逆矩阵𝑃 及 𝑛 阶可逆矩阵𝑄，使得𝐵 = 𝑃𝐴𝑄. (𝑚 × 𝑛矩阵𝐴,  𝐵 ). 

⚫ 合同： 

𝐴 ≃ 𝐵 ⇒ 如果 A 为对称矩阵，则 B 也为对称矩阵，且 ( ) ( )R R=A B . 

𝐴 ≃ 𝐵 ⇔ 𝐴, 𝐵正惯性指数和负惯性指数均相同⇔ 𝐴,𝐵特征值的正项数和负项数相同。 

⚫ 相似 

𝐴 ∼ 𝐵 ⇒ 特征值、行列式、迹、秩相等。（迹𝑡𝑟(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 = 𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑛） 

𝐴 ∼ 𝐵 ⇒ 𝐴−𝟏 ∼ 𝐵−𝟏, 𝑘𝐴 ∼ 𝑘𝐵, 𝐴𝒎 ∼ 𝐵𝒎. 

2. 初等矩阵：对单位矩阵 𝑬 施以一次初等变换得到的矩阵；包含以下三种初等矩阵， 

𝐸(𝑖, 𝑗)：互换矩阵 𝑬 的第 𝑖,   𝑗 两行(列)； 

𝐸(𝑖(𝑘))：将矩阵 𝑬 中的第 𝑖 行(列)乘以非零常数 𝑘； 

𝐸(𝑖, 𝑗(𝑘))：将单位矩阵𝑬第𝑗 行的𝑘倍加到第𝑖行上, 或𝑬的第𝑖列的𝑘倍加到第𝑗列上； 

➢ 逆矩阵：𝐸(𝑖, 𝑗)−1 = 𝐸(𝑖, 𝑗); 𝐸(𝑖(𝑘))−1 = 𝐸 (𝑖 (
1

𝑘
)) ; 𝐸(𝑖, 𝑗(𝑘))−1 = 𝐸(𝑖, 𝑗(−𝑘)). 

➢ 转置：[𝐸(𝑖, 𝑗)]𝑇 = 𝐸(𝑖, 𝑗); [𝐸(𝑖(𝑘)]𝑇 = 𝐸(𝑖(𝑘)); [𝐸(𝑖, 𝑗(𝑘)]𝑇 = 𝐸(𝑗, 𝑖(𝑘)). 

➢ 左乘初等矩阵—初等行变换；右乘初等矩阵—初等列变换； 

➢ 初等变换不改变矩阵的秩； 

➢ 初等行变换不改变列向量组的线性相关性；初等列变换不改变行向量组的线性相

关性。 

◆ 例题：求矩阵(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)

2014

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)(
0 0 1
0 1 0
1 0 0

)

2015

 

解：令 P = (
0 1 0
1 0 0
0 0 1

) ,  𝐴 = (
1 2 3
4 5 6
7 8 9

) ,   𝑄 = (
0 0 1
0 1 0
1 0 0

),  显然 𝑷,𝑸 为初等矩阵，

且 𝑃 = 𝐸(1,2),     𝑄 = 𝐸(1,3). 且 𝐸(1,2)𝐸(1,2) = 𝐸,   𝐸(1,3)𝐸(1,3) = 𝐸.  

所以 𝑃2014 = 𝐸(1,2)2014 = (𝐸(1,2)2)1007 = 𝐸,  
𝑄2015 = 𝐸(1,3)2015 = 𝐸(1,3)2014𝐸(1,3) = 𝐸(1,3).  

因此（做一次𝑐1 ↔ 𝑐3） 

(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)

2014

(
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)(
0 0 1
0 1 0
1 0 0

)

2015

= (
1 2 3
4 5 6
7 8 9

)(
0 0 1
0 1 0
1 0 0

) = (
3 2 1
6 5 4
9 8 7

). 
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3. 逆矩阵 

𝑛阶矩阵𝐴可逆⇔ |𝐴| ≠ 0 ⇔ 𝑅(𝐴) = 𝑛 ⇔ 𝐴的特征值不为 0⇔ 𝐴 ≅ 𝐸; 

𝑛阶矩阵𝐴不可逆⇔ |𝐴| = 0 ⇔ 𝑅(𝐴) < 𝑛 ⇔ 0是𝐴的特征值。 

⚫ 求逆矩阵的方法与矩阵方程 

 

（1）初等变换法    求解矩阵方程 𝐴𝑋 = 𝐵 

 

 

求解矩阵方程 𝑋𝐴 = 𝐵 

 

 

（2）伴随矩阵法：𝐴−1 =
1

|𝐴|
𝐴∗，其中𝐴∗为𝐴的伴随矩阵。 

 

⚫ 伴随矩阵的性质：𝐴𝐴∗ = 𝐴∗𝐴 = |𝐴|𝐸.    |𝑨∗| = |𝑨|𝒏−𝟏. 

⚫ 逆矩阵的性质：(𝑘𝑨)−𝟏 =
1

𝑘
𝑨−𝟏.     (𝑨𝑻)−𝟏 = (𝑨−𝟏)𝑻.     |𝑨−𝟏| = |𝑨|−𝟏. 

(𝑨𝑩)−𝟏 = 𝑩−𝟏𝑨−𝟏.      (𝑨𝟏𝑨𝟐⋯𝑨𝒌)
−𝟏 = 𝑨𝒌

−𝟏𝑨𝒌−𝟏
−𝟏⋯𝑨𝟏

−𝟏 

𝐴 =

(

 

A1 𝑂

A2
⋱

𝑂 A𝑠)

 分块对角阵，|𝐴| = |𝐴1||𝐴2|⋯ |𝐴𝑠|，𝐴
−1 =

(

 

𝐴1
−1 𝑂

𝐴2
−1

⋱
𝑂 𝐴𝑠

−1)

  

(
𝑂 𝐴
𝐵 𝑂

)
−1

= ( 𝑂 𝐵−1

𝐴−1 𝑂
); 

 

（类似分块对角阵的形式，可以这样假设求解） 

对角阵 𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛), 若 𝜆𝑖 ≠ 0(𝑖 = 1,2,… , 𝑛), 则 𝐴−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1
−1, 𝜆2

−1,⋯ , 𝜆𝑛
−1). 

⚫ 二阶矩阵的逆矩阵：𝐴 = (
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

)，𝐴−1 =
1

|𝐴|
(
𝑎22 −𝑎12
−𝑎21 𝑎11

). 

◆ 例题：求解矩阵方程 𝐴𝑋 =  𝐴 + 3𝑋 , 其中𝐴 = (
1 −1 1
2 3 −1
−1 0 4

). 

解：先将原方程变形为 (𝐴 − 3𝐸) 𝑋 =  𝐴, 由于𝐴 − 3𝐸 = (
−2 −1 1
2 0 −1
−1 0 1

), 

且|𝐴 − 3𝐸| = 1 ≠ 0，故𝐴 − 3𝐸可逆. 从而 𝑋 = (𝐴 − 3𝐸)−1𝐴. 

(𝐴 − 3𝐸|𝐴)
 
→(

1 0 0 1 3 3
0 1 0 −3 −2 0
0 0 1 0 3 7

), ∴ 𝑋 = (
1 3 3
−3 −2 0
0 3 7

). 

◆ 例题：设方阵𝐴 满足𝐴2 − 2𝐴 + 4𝐸 = 𝑂, 求(𝐴 − 3𝐸)−1. 

解：由已知条件可得 (𝐴 − 3𝐸)(𝐴 + 𝐸) = 𝐴2 − 2𝐴 − 3𝐸 = −7𝐸, ∴ (𝐴 − 3𝐸) [−
1

7
(𝐴 + 𝐸)] =

1 211

3 42

r

s

X X E OA O
AA

X X O EO A

−     
= =    
    
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𝐸, ∴ (𝐴 − 3𝐸)−1 = −
1

7
(𝐴 + 𝐸). 

4. 行列式 

(1) 范德蒙德行列式：𝐷𝑛 = |
|

1 1 ⋯ 1
𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛
𝑥1
2 𝑥2

2 ⋯ 𝑥𝑛
2

⋮ ⋮ ⋮
𝑥1
𝑛−1 𝑥2

𝑛−1 ⋯ 𝑥𝑛
𝑛−1

|
|
= ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑛≥𝑖 >𝑗≥1  

(2) 按行（列）展开与代数余子式： 

∑𝑎𝑘𝑖

𝑛

𝑘=1

𝐴𝑘𝑗 =∑𝑎𝑖𝑘

𝑛

𝑘=1

𝐴𝑗𝑘 = { 
𝐷,   𝑖 = 𝑗，
0,     𝑖 ≠ 𝑗.

 

(3) 转置倍加值不变；两行(列)交换值变号；3个零：1行（列）全为 0；两行（列）相同/

成比例； 

|
|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯

𝑘𝑎𝑖1 𝑘𝑎𝑖2 ⋯ 𝑘𝑎𝑖𝑛
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
| = 𝑘 |

|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
| 注意：|𝑘𝐴| = 𝑘𝑛|𝐴|； 

|
|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

𝑎𝑖1 + 𝑏𝑖1 𝑎𝑖2 + 𝑏𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛 + 𝑏𝑖𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
| = |

|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑖1 𝑎𝑖2 ⋯ 𝑎𝑖𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
| + |
|

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑏𝑖1 𝑏𝑖2 ⋯ 𝑏𝑖𝑛
⋯ ⋯ ⋯ ⋯
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

|
|  

|𝐴𝐵| = |𝐴||𝐵|;      [
𝐴 𝐶
𝑂 𝐵

] = [
𝐴 𝑂
𝐶 𝐵

] = |𝐴||𝐵|;     [
𝑂 𝐵
𝐴 𝑂

] = (−1)𝑚𝑛|𝐴||𝐵|; 

𝐴 =

(

 

A1 𝑂

A2
⋱

𝑂 A𝑠)

 分块对角阵，|𝐴| = |𝐴1||𝐴2|⋯ |𝐴𝑠| 

(4) 特殊行列式的计算 

A. 特点：每列(行)元素之和相等，解法：从第 2行(列)开始，将所有行(列)加到第一行，

再化为上三角行列式. 

B. 特点：箭形（爪形），解法：利用主(副)对角线元素消去非零行(列)的n-1 个元素，成

为上三角行列式 

◆ 例题：设𝐴为三阶矩阵，且|𝐴| =
1

2
, 求|(2𝐴)−1 − 5𝐴∗|. 

解：|(2𝐴)−1 − 5𝐴∗| = |
1

2
𝐴−1 − 5𝐴∗| = |𝐴∗ − 5𝐴∗| = |−4𝐴∗| = (−4)3|𝐴∗| = (−4)3|𝐴|2 =

−16. 

5. 正交矩阵：设 𝐴 为 𝑛 阶方阵，如果 𝐴𝐴𝑇 = 𝐴𝑇𝐴 = 𝐸，则称 𝐴 为正交矩阵. 

 𝑛 阶方阵 𝐴 为正交矩阵⇔ 𝐴 的列(行)向量组是 ℝ𝑛 的一组规范正交基. 

⇔ 𝛼𝑖
𝑇𝛼𝑗 = {

1, 𝑖 = 𝑗
0, 𝑖 ≠ 𝑗

     (𝑖, 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑛). 
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 设 𝐴,𝐵 都是 𝑛 阶正交矩阵，则  

（1） |𝐴| = 1或|𝐴| = −1； 

（2）𝐴−1 = 𝐴𝑇； 

（3）𝐴𝑇 , 𝐴∗, 𝐴𝑘( 𝑘 是大于 1 的整数)也是正交矩阵; 

（4）𝐴𝐵 也是正交矩阵. 

 正交变换：设 𝑃 是正交矩阵，则称线性变换 𝑦 = 𝑃𝑥 为正交变换（保持向量的长度

不变）。 

6. 正定矩阵：（来自二次型—正定二次型，故必是实对称矩阵） 

 设𝐴为𝑛阶实对称矩阵，则𝐴是正定矩阵⇔ 𝐴的正惯性指数为𝑛 ⇔ 𝐴的特征值都为正

⇔ 𝐴 ≃ 𝐸 ⇔存在可逆矩阵𝐶使得𝐴 = 𝐶𝑇𝐶 ⇒ |𝐴| > 0. 

 设 𝐴,𝐵 都是 𝑛 阶正定矩阵，则 

（1）𝐴−1, 𝐴𝑇, 𝐴∗也是正定矩阵; 

（2）𝐴 + 𝐵 也是正交矩阵. 

◆ 例题：设𝐴是三阶实对称矩阵，𝐴2 + 2𝐴 = 𝑂且𝑅(𝐴) = 2，若𝐴 + 𝑘𝐸为正定矩阵，则𝑘的

范围是？ 

解：令𝐴𝑥 = 𝜆𝑥, 由𝐴2 + 2𝐴 = 𝑂得(𝐴2 + 2𝐴)𝑥 = (𝜆2 + 2𝜆)𝑥 = 0. 所以𝜆2 + 2𝜆 = 0,即

𝜆 = 0或𝜆 = −2. 因为𝑅(𝐴) = 2, 𝐴的特征值为𝜆1 = 0, 𝜆2 = 𝜆3 = −2. 于是𝐴 + 𝑘𝐸的特

征值为𝑘, 𝑘 − 2, 𝑘 − 2. 所以𝐴 + 𝑘𝐸为正定矩阵的充要条件为𝑘 > 0, 𝑘 − 2 > 0, 𝑘 − 2 > 0，

即𝑘 > 2. 
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四、向量组与向量空间 

1. 线性表示 

➢ 向量𝛽能由向量组𝐴线性表示：给定向量组𝐴: 𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚和向量𝛽, 如果存在一

组数𝑘1, 𝑘2,  ···, 𝑘𝑚, 使 

𝛽 = 𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑚𝛼𝑚 

则向量𝛽是向量组𝐴的线性组合,或称向量𝛽能由向量组𝐴线性表示. 

 向量 𝛽 能由向量组 A线性表示：𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚 线性表示⇔线性方程组𝛽 =

𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑚𝛼𝑚有解, 即𝑅(𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚) = 𝑅(𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚, 𝛽). 

 𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚线性无关, 而𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚,  𝛽线性相关⇒向量 𝛽 能由向量组

 A唯一地线性表示. 

➢ 向量组𝐵能由向量组𝐴线性表示：设有两向量组𝐴: 𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚与 𝐵:𝛽1, 𝛽2,  ···, 𝛽𝑠, 
若𝐵组中的每一个向量都能由𝐴组线性表示, 则称向量组𝐵能由向量组𝐴线性表示; 

 向量组𝐵能由向量组𝐴线性表示 

⇒存在矩阵𝐾 ∈ ℝ𝑚×𝑠使得(𝛽1, 𝛽2,  ···, 𝛽𝑠) = (𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚)𝐾. 

 𝐴𝐵 = 𝐶, 𝐵 = (𝛽1, 𝛽2,  ···, 𝛽𝑠), 𝐶 = (𝑐1, 𝑐2,  ···, 𝑐𝑠),则有𝐴𝛽𝑖 = 𝑐𝑖,即𝐵的每一列都

是线性方程组𝐴𝑋 = 𝑐𝑖的解. 

➢ 两个向量组等价：若向量组𝐵与向量组𝐴可以相互线性表示, 则称这两向量组等价。 

 向量组𝐴,𝐵等价⇔存在可逆矩阵𝐾，使得(𝛽1, 𝛽2,  ···, 𝛽𝑠) = (𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚)𝐾 

⇔秩相等 

2. 向量组的线性相关性 

➢ 线性相关：存在不全为零的数 𝑘1, 𝑘2,  ···, 𝑘𝑚, 使𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑚𝛼𝑚 = 0. 

线性无关：只有0𝛼1 + 0𝛼2 +⋯+ 0𝛼𝑚 = 0. 

 

➢ 线性相关 

(1) 只有一个向量，当𝛼1 = 0时，线性相关； 

含有两个向量，𝛼1, 𝛼2分量对应成比例，线性相关。 

(2) 含有零向量的向量组线性相关. 

(3) 𝑛 + 𝑡个𝑛维向量线性相关(𝑡 > 0). 

(4) 原向量组线性相关，增加向量个数后，仍线性相关，即𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚线性相关,  

则𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚, 𝛼𝑚+1也线性相关;  

(5) 原向量组线性相关，提取每个向量的部分分量，新向量组仍线性相关. 

(6) |𝐴| = 0 ⇔ 𝐴的列（行）向量组线性相关。 

➢ 线性无关 

(1) 只有一个向量, 当𝛼1 ≠ 0时, 线性无关; 

(2) 原向量组线性无关，减少向量个数后，仍线性无关，即𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚, 𝛼𝑚+1线

性无关，则𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚也线性无关;  

(3) 原向量组线性无关，给每个向量的增加部分分量，新向量组仍线性无关. 
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(4) |𝐴| ≠ 0 ⇔ 𝐴的列（行）向量组线性无关。 

➢ 向量组个数与相关性：向量组 𝐴:𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑠, 𝐵: 𝛽1, 𝛽2,  ···, 𝛽𝑡， 

 满足向量组 𝐴 可由向量组 𝐵 线性表示 

（1） 𝑠 > 𝑡, 则向量组 𝐴 线性相关. 

（2）𝐴:𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑠线性无关，则𝑠 ≤ 𝑡. 

 向量组 𝐴 , 𝐵等价且都线性无关，则𝑠 = 𝑡. 

3. 极大无关组与秩 

➢ 极大无关组：如果向量组𝐴中有 𝑟 个向量𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑟 ，满足 

(1)  𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑟线性无关； 

(2) 向量组中任一向量都可由𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑟线性表示（等同于向量组𝐴中任意𝑟 + 1

个向量都线性相关）， 

则称𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑟是向量组𝐴的一个极大(最大)线性无关向量组，简称极大无关组. 

 向量组的任一极大无关组都与向量组本身等价.（极大无关组不唯一） 

➢ 秩：极大无关组所含向量个数称为该向量组的秩. 记为𝑅𝐴. 

 向量组 𝐴 可由向量组 𝐵 线性表示，则𝑅𝐴 ≤ 𝑅𝐵 

 向量组𝐴,𝐵等价⇔秩相等 

⚫ 秩与极大无关组的求解方法：对𝐴 = (𝛼1, 𝛼2,  ···, 𝛼𝑚)做初等行变换→行阶梯形，非

零行数=秩，非零首元所在列构成一个极大无关组。 

4. 向量空间：对加法和数乘运算封闭的向量组 

➢ 向量空间的基⇔向量组的极大无关组；向量空间的维数⇔秩。 

 任意 𝑛 个线性无关的 𝑛 维向量都是 ℝ𝑛 的一个基. 

➢ 两个向量组 𝛼1,  𝛼2,⋯ , 𝛼𝑠和 𝛽1,  𝛽2, ⋯ , 𝛽𝑡 生成相同向量空间⇔两个向量组等价。 

➢ 向量在某个基下的坐标：设 𝛼1,  𝛼2,⋯ , 𝛼𝑟 是向量空间 𝑉 的一个基，对于任意 𝛼 ∈

𝑉, 若有 𝛼 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 +⋯+ 𝑥𝑟𝛼𝑟，则称有序数组 𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑟为向量 𝛼 在基

𝛼1,  𝛼2,⋯ , 𝛼𝑟 下的坐标（唯一），记为 (𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑟)
𝑇.  

➢ 过渡矩阵𝑃 = (𝛼1,  𝛼2,  ⋯ ,  𝛼𝑛)
−1(𝛽1,  𝛽2,  ⋯,  𝛽𝑛)： 

若𝛼1,  𝛼2,  ⋯,  𝛼𝑛和𝛽1,  𝛽2,  ⋯ ,  𝛽𝑛是向量空间 ℝ𝑛的两个基,则由𝛼1,  𝛼2,  ⋯,  𝛼𝑛与

𝛽1,  𝛽2,  ⋯ ,  𝛽𝑛 等 价 ， 因 此 存 在 可 逆 矩 阵 𝑃， 使 得  (𝛽1,  𝛽2,  ⋯ ,  𝛽𝑛) =

(𝛼1,  𝛼2,  ⋯,  𝛼𝑛)𝑃, 称矩阵 𝑃 为从基 𝛼1,  𝛼2,  ⋯ ,  𝛼𝑛 到基 𝛽1,  𝛽2,  ⋯,  𝛽𝑛 的过

渡矩阵.  

➢ 坐标变换公式𝑋 = 𝑃𝑌：𝑋为向量  𝛼 在基𝛼1,  𝛼2,⋯ , 𝛼𝑟 下的坐标，𝑌向量  𝛼 在基

𝛽1,  𝛽2,  ⋯ ,  𝛽𝑟下的坐标. 

5. 内积与正交： 

➢ [𝛼, 𝛽] 为 𝛼 与 𝛽 的内积：[𝛼, 𝛽] = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑏𝑛; 

➢ |𝛼| 为向量 𝛼 的长度或范数：|𝛼| = √[𝛼, 𝛼] = √𝑎1
2 + 𝑎2

2 +⋯+ 𝑎𝑛2； 

柯西不等式 |[𝛼, 𝛽]| ≤ |𝛼||𝛽|；三角不等式 |𝛼 + 𝛽| ≤ |𝛼| + |𝛽|. 

➢ 向量 𝛼 与 𝛽 的夹角：𝜃 = arccos
[𝛼,𝛽]

|𝛼||𝛽|
,  0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋. 

➢ 向量𝛼与𝛽正交：[𝛼, 𝛽] = 0. 

➢ 正交向量组：两两正交的非零向量组；（一定线性无关） 

➢ 正交基：用正交向量组 𝛼1, 𝛼2,⋯ , 𝛼𝑟作为向量空间的一个基； 
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规范(标准)正交基：正交基中每个向量都是单位向量；⇔ [𝛼𝑖 , 𝛼𝑗] = {
1,       𝑖 = 𝑗,
0,       𝑖 ≠ 𝑗.

 

 𝑛个𝑛维的单位坐标向量组𝑒1, 𝑒2,⋯ , 𝑒𝑛是ℝ
𝑛的一组规范正交基. 

向量 𝛼 在规范正交基下的坐标：𝜆𝑖 = [𝛼, 𝑒𝑖](𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑟). 

⚫ 施密特正交化方法：把基𝛼1, 𝛼2,⋯ , 𝛼𝑟规范正交化为𝛾1, 𝛾2, ⋯ , 𝛾𝑟 

1. 正交化：取𝛽1 = 𝛼1 , 令𝛽2 = 𝛼2 −
[𝛼2,𝛽1]

[𝛽1,𝛽1]
𝛽1 , 𝛽3 = 𝛼3 − [𝛼3,𝛽1]

[𝛽1,𝛽1]
𝛽1 −

[𝛼3,𝛽2]

[𝛽2,𝛽2]
𝛽2, …, 

 𝛽𝑟 = 𝛼𝑟 − [𝛼𝑟,𝛽1]

[𝛽1,𝛽1]
𝛽1 −

[𝛼𝑟,𝛽2]

[𝛽2,𝛽2]
𝛽2 −⋯−

[𝛼𝑟,𝛽𝑟−1]

[𝛽𝑟−1,𝛽𝑟−1]
𝛽𝑟−1. 

2. 单位化：令 𝛾𝑖 =
𝛽𝑖

|𝛽𝑖|
(𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑟). 
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五、矩阵的特征值与对角化 

1. 特征值与特征向量：设 𝑨 是 𝑛 阶方阵,如果存在数𝜆和 𝑛 维非零列向量𝛼,使得 

𝐴𝛼 = 𝜆𝛼 

成立，则称数𝜆为方阵 𝑨 的一个特征值，非零列向量𝛼为𝑨 的对应于(或属于)特征值𝜆

的一个特征向量. 

⚫ 求矩阵 A的特征值与特征向量的步骤: 

Step1: 计算特征多项式|𝐴 − 𝜆𝐸|； 

Step2: 求特征方程|𝐴 − 𝜆𝐸| = 0的全部根𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛, 也就是 𝑨 的全部特征值； 

Step3: 对每个特征值𝜆𝑖, 求齐次方程(𝐴 − 𝜆𝑖𝐸)𝑥 = 0的一个基础解系𝛼1, 𝛼2,⋯ , 𝛼𝑟, 则

𝑘1𝛼1 + 𝑘2𝛼2 +⋯+ 𝑘𝑟𝛼𝑟 (𝑘1, 𝑘2,⋯ , 𝑘𝑟是不全为零的任意常数)为矩阵 𝐴 对应于𝜆𝑖的全

部特征向量.  

 方阵 𝑨 的 𝑘 重特征值对应的线性无关的特征向量个数（基础解系中解向量个

数𝑟）≤ 特征值的重数𝑘. 

➢ 特征值与特征向量的性质 

(1) 一个特征向量只能属于一个特征值；互异特征值的特征向量必线性无关。 

(2) 设𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛是𝑛阶方阵𝐴 = (𝑎𝑖𝑗)的𝑛个特征值，则 

1. 𝜆1 + 𝜆2 +⋯+ 𝜆𝑛 = 𝑎11 + 𝑎22 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛, 记𝑡𝑟(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑖
𝑛
𝑖=1 , 称为方阵 A的迹；

2. 𝜆1𝜆2⋯𝜆𝑛 = |𝐴|. 

(3) 相关特征值 

矩阵 特征值 

𝐴 𝜆 

𝐴𝑇 𝜆 

𝑘𝐴 𝑘𝜆 

𝐴𝑚 𝜆𝑚 

𝜑(𝐴) = 𝑎0𝐸 + 𝑎1𝐴 +⋯+ 𝑎𝑚𝐴
𝑚 𝑎0 + 𝑎1𝜆 +⋯+ 𝑎𝑚𝜆

𝑚 

𝐴−1 
1

𝜆
(𝜆 ≠ 0) 

𝐴∗ 
|𝐴|

𝜆
 

 

◆ 例题：设 A 是 3 阶矩阵,且满足𝐴2 + 2𝐴 = 𝑂,已知𝐴的迹𝑡𝑟(𝐴) = −2, 求|𝐴 + 3𝐸|. 

解：设𝛼是其对应于特征值𝜆的特征向量，则𝐴𝛼 = 𝜆𝛼. 

在𝐴2 + 2𝐴 = 𝑂的两边同时右乘𝛼得(𝐴2 + 2𝐴)𝛼 = 0,有(𝜆2 + 2𝜆)𝛼 = 0. 

由于𝛼 ≠ 0，故𝜆2 + 2𝜆 = 0,  因此𝜆 = 0或𝜆 = −2. 即 A 的特征值只能是 0 或-2.  

又因为 A 是 3 阶矩阵, 故 A 必有 3 个特征值，而𝑡𝑟(𝐴) = −2. 所以 𝐴 的特征值为

0,0,-2, 进而𝐴 + 3𝐸的特征值为 3,3,1.故|𝐴 + 3𝐸| = 3 × 3 × 1 = 9. 
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2. 矩阵的相似对角化 

➢ 可对角化：𝐴~𝛬 =

(

 

𝜆1
𝜆2

⋱
𝜆𝑛)

 ≜ diag(𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛),则𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛为𝐴的𝑛个特

征值，相似变换矩阵𝑃 = (𝑝1,  𝑝2,  ⋯,  𝑝𝑛)的列向量 𝑝𝑗是𝐴对应于特征值𝜆𝑗的特征向量。 

 𝑛阶方阵𝐴可对角化⇔ 𝐴有𝑛个线性无关的特征向量⇔ 𝑘 重特征值𝜆对应的线

性无关的特征向量个数𝑟（基础解系中解向量个数）= 特征值的重数𝑘. 

注意：基础解系中解向量个数𝑟 + 𝑅(𝐴 − 𝜆𝐸) = 𝑛. 

 𝐴有𝑛个互异特征值⇒  𝑛阶方阵𝐴可对角化. 

⚫ 矩阵 A相似对角化的步骤: 

Step1: 求𝐴的全部特征值𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑚,重数分别为𝑟1, 𝑟2,⋯ , 𝑟𝑚,有𝑟1 + 𝑟2 +⋯+ 𝑟𝑚=n 

Step2: 对每个𝑟𝑖重特征值𝜆𝑖，求(𝐴 − 𝜆𝑖𝐸)𝑥 = 0的基础解系，若基础解系中解向量个数

为𝑟𝑖，则𝐴可对角化，否则（只要有一个不相等）𝐴不可对角化. 

Step3: 用这 𝑛个线性无关的特征向量构成可逆矩阵 𝑃，则有 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝛬 =

diag(𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛). 

◆ 例题：已知 3 阶矩阵 𝐴 的特征值为1，2，2,且𝐴 ∼ (
1

2
2

),求𝑅(𝐴 − 𝐸)和

𝑅(𝐴 − 2𝐸). 

解：由题可知: 矩阵 𝐴 可对角化, 故单特征值 1 对应的齐次线性方程组的(𝐴 −

𝐸)𝑥 = 0基础解系所含向量个数为1，故3 −  𝑅(𝐴 − 𝐸) = 1.  因此𝑅(𝐴 − 𝐸) = 2.  同理，

二重特征值 2有3 − 𝑅(𝐴 − 2𝐸) = 2. 因此𝑅(𝐴 − 𝐸) = 1. 

◆ 例题：求𝐴𝑘. 利用𝑃−1𝐴𝑃 = Λ，则𝐴 = 𝑃𝛬𝑃−1，𝐴𝑘 = 𝑃𝛬𝑘𝑃−1. 

3. 实对称矩阵的相似对角化 

➢ 实对称矩阵 

（1）特征值都是实数； 

（2）不同特征值对应的特征向量必正交； 

（3）必存在正交矩阵𝑄，使得𝑄𝑇𝐴𝑄 = 𝑄−1𝐴𝑄 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛). 𝜆1, 𝜆2,⋯ , 𝜆𝑛为𝐴的

𝑛个特征值，正交矩阵𝑄列向量是𝐴对应于规范正交的特征向量组。 

⚫ 实对称矩阵 A相似对角化的步骤: 

在一般矩阵相似对角化的步骤上，在 Step2增加规范正交化 (S1)对多重特征值的特征

向量（基础解系）做正交化；（S2）对所有特征向量（基础解系）做单位化。 
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六、二次型 

1. 二次型、标准形、规范形 

二 次 型 ： 𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑎11𝑥1
2 + 2𝑎12𝑥1𝑥2 + 2𝑎13𝑥1𝑥3 +⋯+ 2𝑎1𝑛𝑥1𝑥𝑛 + 𝑎22𝑥2

2 +

2𝑎23𝑥2𝑥3 +⋯+ 2𝑎2𝑛𝑥2𝑥𝑛  +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛
2 , 矩阵表示𝑓(𝑥1, 𝑥2,⋯ , 𝑥𝑛) = 𝑥

𝑇𝐴𝑥,  𝐴为对称

矩阵，主对角线元素就是二次型中平方项的系数，其他元素是𝑥𝑖𝑥𝑗一半。 

标准形：只含有平方项的二次型。 

 系数不为 0的平方项项数=二次型的秩。（正项数+负项数=秩） 

 惯性定理：不同方法将二次型化为标准形，会得到不同的标准形，但这些标准

形的正惯性指和负惯性指数都是相等的。 

 正（负）惯性指数=特征值中正（负）项数=标准形中平方项系数正（负）项

数。 

规范形：平方项系数为 1或-1或 0的标准形。 

2. 化二次型为标准形 

（1）正交变换法：即利用“实对称矩阵 A相似对角化的步骤”，变换矩阵为𝑄，标准形为𝑓 =

𝑦𝑇Λ𝑦 = 𝜆1𝑦1
2 + 𝜆2𝑦2

2 +⋯+ 𝜆𝑛𝑦𝑛
2. 

（2）配方法：若有平方项，则利用完全平方公式配方；没有平方项，则利用方差公式

{

𝑥1 = 𝑦1 + 𝑦2
𝑥2 = 𝑦1 − 𝑦2
𝑥3 = 𝑦3

辅助生成平方项再配方。 

3. 正定二次型 

二次型𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥，其中𝐴𝑇 = 𝐴： 

𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥正定⇔ A正定矩阵⇔ ∀x ≠ 0有𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 > 0；  

𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥负定⇔ A负定矩阵⇔ ∀x ≠ 0有𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 < 0；  

𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥半正定⇔ A半正定矩阵⇔ ∀x ≠ 0有𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 ≥ 0；   

𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥半负定⇔ A半负定矩阵⇔ ∀x ≠ 0有𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥 ≤ 0；  

𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥既不是正定也不负定，则称𝑓 = 𝑥𝑇𝐴𝑥为不定二次型。  

⚫ 正定性的判别 

 对称矩阵𝐴是正定矩阵⇔ 𝐴的各阶顺序主子式均为正⇔ 𝐴的特征值全为正。 

 对称矩阵𝐴是负定矩阵⇔ 𝐴的奇数阶顺序主子式为负，偶数阶顺序主子式为正。 


